POCHODNE CZASTKOWE FUNKCJI ZE.OZONEJ

Twierdzenie (o pochodnych czastkowych funkcji ztozonej). Zatézmy, ze funkcje u(x,y),
v(x, y) majq pochodne czastkowe w punkcie (xq, yo), a funkcja f(u,v) ma ciagle pochodne
czqstkowe w punkcie (ug,vg) = (u(xo, Yo), v(xo, yo)). Wtedy funkcja ztozona

F(a,y) = f(u(z,y),v(z,y))
ma w punkcie (xg, yo) pochodne czaqstkowe, ktdre wyrazajq sie wzorami

OF 0 0 0 0
%(xo,yo) = 87{(“0700) : £($07y0) + %(UOWO) : 872(%’%)’

oF 0 0 0 15}
aﬁy(fﬁo,yo) = afi(uoavo) : FZ(«TOJ/O) + afi(umw)) : £($07y0)~

Powyzsze twierdzenie znajduje zastosowanie w rozwigzywaniu rownan rézniczkowych
czastkowych, tj. takich réwnan rézniczkowych, w ktérych wraz z funkcja niewiadoma
wystepuja jej pochodne czastkowe. Czgsto wlasciwa zamiana zmiennych pozwala na
znaczne uproszczenie réwnania rézniczkowego, a co za tym idzie, na latwiejsze jego
rozwiazanie.

Przyktad 1. Przeksztalci¢ wyrazenie rézniczkowe

o f 0% f 0% f
— + 12— +9—=
Ox? + Oxdy + Oy?

wprowadzajac nowe zmienne u = 2x + y, v = 3x — 2y.

4

Z powyzszej zamiany zmiennych obliczamy

ou ou v v
1 — =2 —=1 — = — =-2.
) Ox ’ Oy ’ Ox 3 Oy
Wedtug wzoréw na pochodne czastkowe funkcji ztozonej
of _of ou of ov of _of ou of o
dr  Ou dx Ov Ox’ dy Ou 9y Ov Oy
Uwzgledniajac wzory (1) otrzymujemy stad
Of _,0f  390f
@ 3x_23u+33v’
of _0f _,90f
) dy  Ou 2811'

. . . .0
Wstawiamy do wzoru (2) w miejsce f wyrazenie —f:

ox

82f78 of\ 0 [of g [(of
aman(ax>28u<ax)+3m(ax>'

1
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Korzystajac jeszcze raz z (2) otrzymujemy

o*f 0 (.0f  Of o (.0f Of\

L 0%f 0% f 0% f 0% f
- 4% +66u8v +681}8u +9@'

Uwzgledniajac réwnos$¢ pochodnych mieszanych otrzymujemy stad

2 2 2 2
@) T _,0°F [ 1901 §OF

0x? ou? Oudv Ov?
. 0%f . 0%f

Podobna metoda obliczamy pochodne czastkowe i—=:
0xdy 0Oy?

5 _ 0 (05,0 (05,9 () e
0xdy  0x\dy) ~Ou\dy ov\dy /)

o2 (3500 4o (U 20)

~ “9u\ou ov ov \ Ou ov
o%f 0% f o%f 0% f
_2ﬁ_48u811 +331}3u o2’

skad po uwzglednieniu réwnosci pochodnych mieszanych

R o f

oxdy T ou?  Oudv o2’
Fi_ 0 (9f\w 0 (0,0 (05\ g
oy2  Oy\dy) Ou\dy ov\oy/)

3<5f2af>23<8f23f)
© Qu\ du ov ov \ Ou o)

2 2 2 2
RN TN T,
ov?

&)

T ou? oudv  ~owdu

skad po uwzglednieniu réwnosci pochodnych mieszanych
0? 0? 0? 0?

o OF 0 B
oy?  Ou? Oudv Ov?

Korzystajac teraz ze wzoréw (4), (5), (6) dostajemy

0 f o f ( o f 0% f 82f>+

82f
922 " Pamay 00z = M Yaur T 20000 0502

Of  %f  0f O2f  0%f  O*f
* 12(2(%2 " un 6(9v2> * 9(au2 ~Aouon T 4avz>>

4 +12

Przyktad 2. Wyznaczy¢ rozwigzanie réwnania rézniczkowego czastkowego

0% f 0% f 0% f
4—= 412 —L =0.
(7 92 + w0y +9 02 0

82 f
—_ 49@.
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Wprowadzajac nowe zmienne v = 2z + y, v = 3z — 2y 1 korzystajac z Przyktadu 1
przeksztatcamy réwnanie (7) do postaci

of _
ou?
Catkujemy obie strony tego réwnania wzgledem u:
o f
of
8 —_— =
(®) 5 — P(0);

gdzie ¢ jest dowolna funkcja rézniczkowalna jednej zmiennej (zauwazmy, ze stala catkowa-
nia w réwnaniu (8) nie zalezy od u, ale moze zaleze¢ od v, gdyz jej pochodna czastkowa
wzgledem v musi wynosi¢ 0). Catkujac teraz obie strony réwnania (8) wzgledem u dosta-
jemy

fu,v) = up(v) +¢(v),
gdzie 1 jest dowolna funkcja rézniczkowalna jednej zmiennej. Wracajac do zmiennych
x,y otrzymujemy stad rozwigzanie réwnania (7):

) f(z,y) = 2x +y)eBr — 2y) + ¥ (3z — 2y),
gdzie ¢, 1) sa dowolnymi funkcjami rézniczkowalnymi jednej zmienne;.

Widzimy wigc, ze réwnanie rézniczkowe czastkowe moze mieé nieskonczenie wiele rozwiazan.
Czegsto przy rozwigzywaniu probleméw natury technicznej interesuje nas nie tyle ogélna
postaé rozwiazania réwnania rézniczkowego, ile konkretne jego rozwiazanie spetniajace
jakie$ dodatkowe warunki (wynikajace np. z natury rozpatrywanego zagadniania).

Przyktad 3. Wyznaczy¢ rozwiazanie f(x,y) réwnania (7) spelniajace warunki

(10) f(z,0) =0,

(11) fz,1) =1— 922

Wstawiajac y = 0 do wzoru (9) oraz korzystajac z warunku (10) otrzymujemy
f(2,0) = 2z0(3z) + ¢ (3z) =0,

flz,1) = 22+ 1)p3z — 2) + 3z — 2) = 1 — 922
Podstawmy w powyzszych réwnaniach % W miejsce x:
2¢ /3x 3z
JE— JE— —_ = 0
3 o 3 )+ 3 ) =o.

(ool -3 ool -2) -1-o(3)"

skad
2z
(12) Sele) + (@) =0,
2
(13) (F+1)e@-+v@-2)=1-22
Podstawmy jeszcze w réwnaniu (13) x + 2 w miejsce x:

(Q(z +2)

3 +1)<ﬂ((z+2)f2)+w((x+2)—2) =1—(z+2)2
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skad

20 +7
3

(14) o)+ () =1—(x+2)%

Odejmujac stronami od réwnania (14) réwnanie (12) otrzymujemy

o) =1~ (e +2),
3
plz) =2 (1 - (z+2)?).
Korzystajac z (12) obliczamy
2 2 3 2
V(@) = —gap(r) = =3 - zo(l = (@+2)°) = —Zz(1 = (v +2)°).

Wstawiajac tak wyznaczone ¢, ¥ do réwnania (9) otrzymujemy

f(@,y) = 22 +y)p(3z — 2y) + ¥ (3z — 2y) =

2

=2z +vy)- %(1 — 3z — 2y +2)?) 7(33;*21/)(1 — (32 — 2y +2)?),

skad po dokonaniu uproszczen
fla,y) =y(1 - 3z — 2y +2)°),
f(z,y) = =922y + 12xy* — 122y — 3y — 4y° + 8y°.
Latwo sprawdzié, ze f(z,y) spelnia réwnanie (7) wraz z warunkami (10) oraz (11).
Jedna z czgsciej stosowanych zamian zmiennych jest przejscie do wspdtrzednych biegunowych.
Przyktad 4. Wyrazenie
0?f  O*f

M=ot oy

zwane jest laplasjanem funkcji f(z,y) (réwnanie A f = 0 nazywamy réwnaniem Laplace’a).
Rozpatrujac laplasjan A f w obszarze D roztacznym z osia x zapisaé go wspétrzgdnych
biegunowych.

Wprowadzamy wspétrzedne biegunowe
T = TCOoSs , Yy = rsing

i obliczamy

skad

r=+/z2+y2, @:arctan%.
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Powyzsze zwiazki rézniczkujemy wzgledem z i y:

(15) g_ T TCOS@_COS
539 o A /$2 + y2 o T - ¥
or y rsin ¢ .
(16) — = = = sin ¢,
Oy /a2 442 T i
17) 9% _ 1 (g)/_i v__7Y _
83;_1_,_(3)2 v/e  x24y? 22 a24y?
_ _rsing  sing
N r2 r’
Op 1 y\' x? 1 x
(18) 8*172'(*) SR R wr R
Yy o1+ (%) x/y xE+yt x Tty
_ TCOSY  Cosp
o2
Ze wzoréw na pochodne czastkowe funkcji ztozonej
) o _ o5 or of 0o
Ox Or Ox Oy Oz
Uwzgledniajac (15), (17) otrzymujemy
af of sing JOf
20 - = 2L 2
(20) ar ¥ 5y r Oy
Podstawmy w powyzszym wzorze w miejsce f wyraznie e
O _ 0 (OFN _ e, O (00 _sing 0 (0F
92~ ar\ox) % or\ozx r  Op\dz )’

Stosujemy jeszcze raz wzor (20):

P oso- D (cose. OF _sime OFY
azz ~ P g\ 5y r Op
_sing 9 (e O e OFN _
r  Op 2P oy r o dp)
, O*f 0 (sinp Of
= COS @'W—COS E r % —
_sinp 0 % sinap-ﬁ sing
T a(p(cosg@ 87‘)+ r Op\ T
oo LI g Sne OF  sing  O°F
TSP g2 TP 2 dp r Ordp
_sinp (. Of 0 f
T ( SlwarJrCOS‘pagaar +
sing (cosp Of sin<p.827f
T r Op r Op? )’

of

dp

>:



POCHODNE CZASTKOWE FUNKCJI ZE.OZONEJ

Po uwzglednieniu réwnosci pochodnych mieszanych oraz uporzadkowaniu wyrazen otrzy-

mujemy stad

0% f , O*f 2sinpcosep  O%f  sinfp O%f
21) 5 =cos“p- 5 — : a5t
Ox? or? r Ordyp r2  Op?
sin? o Of | 2sinpcosp Of
r or r2 Ay’
62
Obliczymy teraz —= 3y o5 - Ze wzoréw na pochodne czastkowe funkcji ztozone;j

af of or  of Oy

dy  Or 5‘y+8g0.8y’
skad po uwzglednieniu wzoréw (16), (18)

af ) of cosp Of
22 9 - L9 L9r
22) Jy SIP By + r dp

Podstawmy w powyzszym wzorze 3 w miejsce f:
Y

82f aof (22)8 8f+cosgp'87f e5)
By e ar r dp)

Oy>? oy 8y
_ 0 Of  cosp Of
=siny - ar (sm @ - ar + ; 8(,0) +

2 2
—sin@(sirup- ZTJ; -2 0f + ik 2 o1 )+

cos ¢ of . 0%f sinp Of cosp O°f
+ CoOS@ - +singy - - =+ . .
r ( Y or teme Opor r Oy r o Op?
Po uwzglednieniu réwnosci pochodnych mieszanych oraz uporzadkowaniu wyrazen otrzy-

mujemy stad

0% f 0*f 2sinpcosp O0*f  cos? ' 0% f
23) — = . ZJ
23) Oy? =sin’ - or? + T Orde 2 0p? +
cos? ¢ g_2sm<pcosga of
T or r2 Oy
Dodajac teraz stronami wzory (21) i (23) otrzymujemy
0? 0?
Af 7f + 7f
oy?
O?f  sin® ¢ + cos? @ 0%f  sin?@+cos’e Of
_ 2 .2 NO7J S @ COST Sm-@rcostp dj
= (cos @ + sin <p) a2 + 2 &p + . ar

L f 1 f 1 Of

T2 2 92 v or



